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Coordinate Cartesiane

Su di una data una retta r vogliamo fissare un sistema di riferimento. Per fare questo
dobbiamoe:

1. orientare la retta fissando un verso di percorrenza
2. fissare un qualsiasi punto O che chiameremo origine

3. fissare una unita di misura

Chiamiamo aseissa di ogni punto P della retta la misura del segmento orientato QP

it = £ : La misura di un segmento orientato 4B e
o positiva se 4 precede B, € negativa se B
b precede A.

In questo modo =i stabilisce una corrispondenza biunivoca tra i numeri reali ed 1 punti della
retta.

Coordinate cartesiane nel piano
Procediamo in modo analogo nel piano:

1. Prendiamo nel piano due rette orientate x e y tra di loro perpendicolari e indichiamo
con O il loro punto di intersezione

2. Fissiamo una unita di misura u.

Tale piano viene detto piano cartesiano ortogonale.

Ly
Le rette orientate x ed y ¢ le rispettive

.. - . . Ors1 vt Px.-
unita di misura vengono dette assi orginata R ey}
cartesiani ed 1l punto O origine degli assi.

Prendiamo un punto qualsiasi P del piano.

Tracciamo da P le perpendicolari agli assi.

siano .4, B le intersezioni con gl assi. Al

punto P associamo una coppia ordinata di O

A

numeri reali (x7, v7) che lo individui nel
seguente modo: il primo numero ¢ la
misura del segmento orientato 04, il
secondo la misura del segmento OB.

asc1ssa

I numeri reali x;, v; verranno detti
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coordinate cartesiane del punto P (x; s1
chiamera ascissa del punto P e ys1
chiamera ordinata del punto P).

Esempio: Indicare le coordinate de1 punti in figura.

Possiamo mtanto notare che gli ass1 gyt
cartesiani dividono 1l piano in quattro II quadrante 4 | I
quadranti: . u
. - ~
e nel primo quadrante sono positive IS
sia le ascisse che le ordinate I quadrante
e nel secondo quadrante le ordinate
sono positive, mentre le ascisse
negative x
« nel terzo quadrante entrambe le T
coordinate negative III quadrante
« el quarto quadrante positive le
ascisse, negative le ordinate
« ipunti dell'asse x hanno ordinata &
nulla
. . . ]
« ipunti dell'asse v hanno ascissa I
nulla IV gquadrante

A questo punto basta tenere presente
I'inita di misura fissata e si avra:
A(1.3), B(3.-2). C(2.2). D(-1.-3)

Anche in questo caso possiamo affermare che:

FEsiste una corrispondenza biunivoca tra i punti del piano e le coppie ordinate di numeri

reall.
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Distanza fra due punti

Vogliamo ora calcolare la distanza assoluta tra due punti del piano nel quale sia fissato un
sistema di riferimento di coordinate cartesiane ortogonali. Siano 4(x;,v1) € B(x2,y2) 1 due punti

dati.
Osservando la figura a lato & semplice vt
notare che: B

By ’
GA' = Il- a‘i’ = Jll
OB, =z, OB’ =, ly2-y1]
B4, = |5\':| —x1|. 8,4, =|J’:| 'J"ll
Aﬂﬂm anche (perché?) A A =

x
quindi per il Teorema di Pitagora abbiamo o A B |
2 2
AB= (xB‘ _xA) + (J’B - J’A)

Punto medio di un segmento

Vogliamo trovare le coordinate del punto medio M di un segmento, 1 cui estremi sono 1 punti
A(x4v4) e B(xz,va).

Esaminiamo la figura a lato:

Se M ¢ il punto medio del segmento 45, vt
allora per un teorema della geometria
Euclidea anche M, ¢ il punto medio di
B4, ed M,e 1l punto medio di B,.4, D'altra
parte se M,e 1l punto medio di 5,4, allora

Xy t+x
2Xy, =x,+1,=)x,=%
My
Procedendo in modo analogo per M,
troviamo le formule:
AY
X, +X =
_ &N B _X¥aT Vs X
e = 5 Vu = BT o >
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Esempi M Applicando le formule viste si ha immediatamente:
Trovare 1l punto medio del segmento di 7
estremi —-2+4 2
A(-2.1), B(4, 5). Ay =——=5=1

oy = 1+5 6 3

22

Trovare le coordinate del punto § Anche in questo caso le formule a lato ci1 danno:
simmetrico rispetto a B(2,3) del punto
A(1.-2) Ay =2xp—xg=2-2—1=3

Vg =ZPp=Xa= 2'3'('2)=3

Equazione della retta

e Ciproponiamo di far vedere che presa una qualunque retta nel piano cartesiano a
questa corrisponde una equazione di primo grado.

Retta coincidente con I'asse x

Osserva la figura a lato. Yia

Puoi notare che tutti 1 punti dell'asse delle - : -3
ascisse hanno la caratteristica di avere il
valore della y nullo. : : 12

L'asse delle x € il luogo dei punti del ' ' 1
piano aventi ordinata nulla. (-2.0) (1.0} (2.0) (4.0) »
S % S = i

Tradotto in una condizione algebrica +
questa proprieta si esprime mediante '
l'equazione:

La retta r coincide con l'asse y
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y
Osserva la figura a lato. 4
Puoi notare che tutti 1 punti dell'asse delle - {0,3)73
ordinate hanno la caratteristica di avere il .
valore della x nullo. to,2) 12
L'asse delle y € il luogo dei punti del fo,1)11
piano aventi ascissa nulla. x
f + ¥ F F f +
| N _ 2 1 2 3 4 5
Tradotto in una condizione algebrica . ey
questa proprieta si esprime mediante 10,-17
'equazione: )
fo,-2)1-2 +
X = () - [0,-3)1-3

La retta r é parallele all'asse v
Osserva la figura sotto:

Una retta parallela all'asse delle y e il luogo dei punti del piano aventi ascissa costante,

Tradotto in una condizione algebrica, e v
detta h una qualunque costante, questa ' ' 4
proprieta si esprime mediante .
l'equazione: | ' (2,3]
2 (2,2}
X =h
1 (2,1
In particolare se la retta & situata nel x
semipiano delle ordinate positive, sara ] 1 q 7 4 L
h=0, se invece si trova in quello delle 4
ordinate negative sara h<0.
-2 r 2 » - :I
+
-3 (2,-3)

La retta r e parallele all'asse x
Osserva la figura sotto:

Una retta parallela all'asse delle x e il luogo dei punti del piano aventi ordinata
costante.
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Tradotto in una condizione algebrica
questa proprieta si esprime mediante
I'equazione: (0.2) |, (1,2} (2,2} (4.2)

=]

Y k 1

In pslu"Flco]are se la retta & sllufa‘ra uel‘ I 1 2 3 4 c
semipiano delle ascisse positive, sard

k=0, se invece si trova in quello delle -1
ascisse negative sara k<0, )
-3

La retta r passa per l'origine degli assi.

Suuna retta passante per l'origine si prendono in modo arbitrario 1 punti A4(xy,11). B(x2,)1),
C'(x;._‘r;]l.

Itriangoli 044" OBB', OCC’ ...
sono simili (perché?) e quindi A
sussiste la seguente relazione: y

L C
AL BB CC _ B

oL OB oOC' 4

A N _N_ _. , %
non X 3

4
. . . r ] L

dove con m si indica 1l rapporto A | B ¢ X
costante di proporzionalita.

Poiché questa relazione vale per ._'E_’

qualunque punto si pud dire che la -
retta & il luogo dei punti del piano
per 1 quali & costante il rapporto tra
ordinata ed ascissa.

Y —m Yy = mx

La legge si esprime scrivendo: X o anche:

La costante mviene detta coefficiente angolare ed esprime
I'inclinazione o la pendenza della retta
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La costante mviene detta coefficiente angolare ed esprime
I'inclinazione o la pendenza della retta

Ty 724/ 2m
. s/ 32
2 F=1,423
1 y=174%
\ & 4
- — 2 3 4 5
—2 r=1/2%

E' facile notare che:
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« Se la retta sta nel I e III quadrante, il suo coefficiente angolare &

positivo.

» Se la retta sta nel IT e IV quadrante, il suo coefficiente angolare &

negativo.

Retta r non passante per l'origine e non parallela ad uno degli assi.

+ 7
y fx;*:m.x +if
C
B T,;; o y=mx
,xﬂ% g =
Br
e Arj/'/ R
P /_/‘ xf
7 -
o~

e

Indicato con O'(0. ¢) 1l punto in cui r incontra l'asse ¥, eseguiamo una traslazione di assi che

porti l'origine nel nuovo sistema di riferimento x'0"%". S1 ottiene:

V=mx+q

che & l'equazione di r rispetto al sistema di riferimento iniziale xOy. La costante m viene
ancora chiamata coefficiente angolare ¢ q viene detta intercetta o ordinata all'origine. ¢

rappresenta l'ordinata del punto di intersezione della retta r con l'asse v.

Abbiamo in pratica mostrato che presa una qualunque retta nel piano cartesiano. la sua

equazione & sempre una equazione di primo grado.
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Bisettrici dei quadranti

Per la particolare importanza che 1 casi rivestono, vale la pena soffermarsi un attimo su altre

due rette particolari:

» la bisettrice del primo e terzo quadrante
» la bisettrice del secondo e quarto quadrante.

¥F=K

F 3

L

H

4

L8]

&
¥4
PN
SN H|,
™,
\\ 2
N
\\\ 1
\\ —
K & | |
-3 -2 -1 R | 2 3
-,
H
_1 \\\
s
\\
-3 \<_

Ricordando che la bisettrice & il luogo dei punti del piano equidistanti dai lati dell'angolo
abbiamo immediatamente che preso un qualunque punto P sulle bisettrici dei quadranti si ha

PH = PK = |=y

Nel secondo e quarto quadrante y, ¥ sono

Nel primo e terzo quadrante v, x sono

concordi allora:

y=x

concordi allora:

y=-x
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Equazione implicita

Abbiamo dimostrato che presa una qualunque retta del piano cartesiano ad essa corrisponde
sempre un'equazione di primo grado.

Viceversa, data un'equazione di primo grado nella forma implicita
ax+by+c=0

la sua rappresentazione grafica & una retta.
Distinguiamo 1 seguenti casi
Daz0, b=20,
l'equazione vista diventa: ax+c=0 dalla quale si ricava x=-"/,

che rappresenta l'equazione di una retta parallela all'asse delle v.
Nel caso particolare che sia anche ¢=0 s1 ottiene x=0 che rappresenta ['asse delle v

2)a=0, b=0

l'equazione vista diventa: by+c=0 dalla quale si ricava v=-"/; che rappresenta I'equazione di
una retta parallela all'asse delle x.
Nel caso particolare che sia anche ¢=0 si ottiene ¥=0 che rappresenta ['asse delle x

Naz0, b#0, c=0

. . . . a a . .
l'equazione vista diventa: ax +by=0 ossia ¥y =-"/pxe posto -/p=m siottiene y
= mx

L'equazione & verificata dalla coppia ordinata (0.0) di conseguenza la retta passa per l'origine

degli assi.

fa=0, bz0, c=0

Risolvendo l'equazione data rispetto alla v otteniamo y=- "/ x - /. Posto -ab=m ¢ -¢b
= q ofteniamo: ¥ =mx + q.
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Concludendo:

Un'equazione di primo grado nelle variabili x ed y, nella forma implicita ax + by + ¢=0
ha per rappresentazione grafica una retta r.

La situazione vista & riassunta dalla seguente tabella:

a=0|b=0|c=0larettar coincide con 'asse x
a=0|b=0 |c=0 |larettar coincide con l'asse y
a=0|b=0 |c=0 |larettar & parallela all'asse x

a=0|b=0 |c=0 |larettar ¢& parallela all'asse y
a=0b=0 |c=0larettar passa per l'origine

a=0b=0 |c=0larettar incontra ciascuno degli assi in punti distinti dall'origine

Esempi:
Traccia il grafico delle rette di equazione
N X\
- Per tracciare il grafico della retta occorre trovarne due
2x+y=0 . . . , 010
suoi punti dando dei valori alla x il2
L P
5 Anche in questo caso per tracciare il grafico della retta
Ix+2y-4=0 R . . o _ 0|2
occorTe frovarne due suoi punti dando dei valori alla x 2 |1

<
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Intersezione tra rette

Date due rette 7 ¢ ' di equazione, rispettivamente,

roax+hy+e=10
rhax+bdy+e'=0

C1 proponiamo di determinare il loro eventuale punto di intersezione, cioe quel punto del

piano che dovendo appartenere ad entrambe. ha le coordinate che soddisfano
contemporaneamente entrambe le equazioni delle due rette e, quindi, il sistema:

ax+by+ec=10
a'x+by+e'=0

Sono possibili tre situazioni diverse illustrate dai grafiei sottostanti:

ytq v T4

/ x

v

-3 -2 —f1/ _11 2 3&’ 3 -2 -1
p T
| / -2 L

A=1"
=3

Le rette sono incidenti Le rette coincidono

Le rette sono parallele
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EQUAZIONE DI UNA RETTA PASSANTE PERJN PUNTO

Dato un punt@ & o si ottiene un fascio proprio di rette, di equazione:

< < [] @ L

Parallelismo tra rette

Due rette sono parallele se, e solo se hanno lo stesso coefficiente angolare

quindi m=m"'

endicolarita tra rette

Due rette sono perpendicolari se, e solo se vale la seguente uguaglianza - dove m €3 sono i coefficienti
angolari delle due rette

Retta per due punti

Siano dati due punti distinti P (xp, vp Je O (¥g, Vg ). Essi individuano nel piano una e una sola

retta.

Y=Vp _ X Xp

Yg—Ye Xg—ZXp

Esempio

Ripetiamo l'esercizio con gli stessi dati del
precedente.

P(-2.1). 0(1.3).

Con semplici calcoli (attenzione a1 segni!!) si ottiene

y-1 z+2 __y-1_z+2__3y-1 2(x+2)
351 142 - 2 3 - 6 6
Sy=3=2x+d=3p=2x+7

=25+l
4 3 3
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Ti prego Superman fammi
prendere la
sufficienza

in matematica.
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FORMULARIO SULLA RETTA

ax+by+c=0

retta generica in forma implicit:

y=mx+(Qq retta generica in forma esplicit
y = mx retta che passa per l'origine
O (0;0)
y=0 equazione dell'asse delle ascis
(X)
x=0 equazdell'asse delle dinate(y)
y =k retta parallela all'asse delle asc
X =h retta parallela all'asse delle
ordinate
y =X equazione della bisettrice del |
Il quadrante
y = -X equazione della bisettrice del I

IV quadrante
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Distanza tra due punti

A(Xa;Yya) B(&;Ys)
Primo caso: Se A e B hanno la stessa ordinata ¥ yg)

allora  AB =| Xa - Xg|

Es: A(-1;2) B(5;2) AB £1-5= 6u
(-1,00; 2,00} (3,00; 2,00)
1AB:|XA-XBI:
[1-3|=]-2|=2u
1

Secondo casoSe Ae B hanno la stessa ascissaa(X Xg) )
allora AB =]|ya - Vsl

Es:A(-1;2) Bf(1;-3) allora AB H2-(-3)|= 5u

A
(-1,00; 2,00)
1AB=|YA-YB|=
l2-(-?;1)|=l5l=5u
B
(-1,00; -300)

Terzo caso: Se Ae B hanno ascissa e ordinata diversa

allora AR =J(X_ﬁ_ —XE:'2 + (¥, _l‘fﬂj':4

Es: A(1;2) B(2;3) allora
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Esercizi base sulla retta

1) Data | dequazione della retta
ax+by+c =0 ricavare la forma esplicita del tipo y = mx+qQ:

Retta in forma implicita:

dx—iy4+1=10 a=2 b=-3c=+1

Ricavo la forma esplicita:

—3y=-2x-1 dacwm ={-1) = 3y=2x+1 +(3]|=>3—F:2X+1 :>F=2_K+l

3 3 303

: e 1 :
= 3 coefficien te angolare £ fq=-— = — termine noto

Sec=0 28y=0 ossia q=0w= %w la retta passa per O(0;0)

formulario sulla retta

2) Data | 6equazione della retta in
1 Retta in forma implicita
dx—3y4+1=10

1 Ricavo la forma esplicita

=— 4 -
I

1 Determino due punti dellretta assegnando alla x ( variabile

indipendente) due valori a piacere e ricavando i corrispondenti valori
della y:

X y X y
1 E-1+l=1 1 1
3 3
2 1 -4 1 -3
S =00 G\ T S P S Ol R 1
3 3 E 3

n
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EQUAZIONE DELLA RETTA

ESERCIZI

Esercizio 1

Scrivi 'equazione della retta
passante per il punto A(2,-1) ed
avente coefficiente angolare 5.

Soluzione 1

Utilizzo la formula dell'equazione della retta passante
per un punto (scrivi la
formula) .

Sostituisco : y - = (xT )

Ottengo cosi I'equazione (fare i calcoli e verifica se il

ri sultato da te ottt eonasotto ¢
riportata
y=5x-9
Esercizio 2 Soluzione 2

Scrivi I'equazione della retta
passante per i punti A(-2,3) e B(1,-
5).

Utilizzo la formula dell'equazione della retta passante

per due punti (scrivi la

formula) e ottengo: (fare i calcoli e verifica se il risultato
da te ottenuto corrispond

8x + 3y +7 =0

6

Esercizio 3

Scrivi 'equazione della retta
passante per A(3,0) e parallela alla
retta r di equazione: y = -2x + 5.

Soluzione 3
La retta r ha coefficiente angolare m = . Utilizzo la
formula dell'equazione della retta passante per un

punto ( scrivi la formula).

Sostituendo si ottiene (fare i calcoli e verifica se il
ri sultato da te ott enusoto
riportata)

y=-2Xx+6

q
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VERIFICA LE TUE COMPETENZE SULLA RETTARETTA

ALUNNO

1) Il punto ( 2:3) si trova nel iake % punto)
Al: | quadranteB: Il quadran.;|C;: Ill quadran.; D IV quadrante.

2) Disegna il grafico della retta y = 3x +2u&:+ puw)

3) Le coordinate del punto medio del segmento che unisce i pu
P(-Z’_4) e Q(‘l,g), SONOjvale v punto)

(aly. 3.1 w1 3.
AR B B B

4) La retta che passa per-8(-5) ed e parallela alla retta
equazione 8% 2y +1 = 0, ha equazion@i:2 pun

5) Calcola il punto di intersezione delle rett@: puno)
r2x-y+13=0e s:xy+15=0

6) La retta che passa per i due punti P(1;3)-83J €:(vae1 punto)
A:x+3yi12=0;
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Test sula retta

Questo quiz ti consentird di valutare il livello di conoscenze relativo a questa
parte del corso.

E' consigliabile accedere agli argomenti successivi solo se il numero di
risposte non & inferire a 7.

1. Sono dati i triangoli definiti dai seguenti punti

T1:A(1;1), B(4,4), C(8,1)
T2:A(1;1), B(4,3), C(7.1)
T3:A(1:1), B(4,-3), C(7.1)
T4:A(1:1), B(4,4), C(8.3)

Quale tra di essi ha perimetro 16?

C

loro

0 T [ T2 0 T3 ® T4 nessuno di

2.Le coordinate del simmetrico di A(-2; 6), rispetto ad MO; 1) sono

Nessuna delle
precedenti

C m-1,7/26 mos B me-4) B ya7

3. Indica tra i seguenti punti quelli che non stanno sulla retta di
equazione 2x-3y=7

C @ £ 05-2 Lo C 21 C (13
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4. Quale tra le seguenti equazioni non rappresenta una delle rette in figura

\ v Y v /
\ X //( %
\\
/
+ + / +
C y-2x+1=0 > 2x-3y-1=0 C 2x+3y-4=0 L y=-2x

5. Il coefficiente angolare della retta passante per i punti A(-2;1) e B(2;-
1)e..

» nessuno dei
precedenti

2o C .12 C C 102

6. Indica tra le seguenti rette quella che non é perpendicolare o parallela
alla retta di equazione 3x + By = 1

3 3 R U ¥ dell
E :-§J+5 E 5x-3y=3 E r-_gx_r 3E _FT,"+3_"-_ nessuna daelle

prec.ti
7. L'equazione della retta passante per i punti 4(0;2), B(0:5) é:
» x=1 L =1 C x+p=1 > x-p=1 C nessuna delle prec.ti

8. L'area del triangolo di vertici A(0;1), B(-2:;5) C(5:3) &:

SRPY E 10 C C g »

nessuna delle prec.ti
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9. Individua tra i seguenti punti quello che dista dalla retta y=3-x

d=%-ﬁ

E o L oo LE ©0-1) B i) B ojessuno dei
precedenti

10. Individua tra le seguenti rette l'asse del segmento di estremi A4(-2:5),

B(6:3)

[ y=4x-4 C y—4x=4 [ 4x—p+4=0 [ 4y+x=18
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RIPETIAMO LE EQUAZIONI DI SECONDO GRADO
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EQUAZIONI DI 2° GRADO

PREREQUISITI OBIETTIVI
Per affrontare questa unita didattica lo student| In questa unita didattica lo studente imparera:
deve saper: U Ariconoscere la forma normale di
undequazione di
U Eseguire operazioni con numeri naturali U A distinguere tra equazioni complete, pu
interi relativi e razionali relativi e spurie
U Risolvere equazioni di primo grado U A conoscere ed applicare la formula
U Calcolare radici quadrate risolutiva
0 A conoscere il significato del discriminan
U Arisolvere equazioni complete, pure €
spurie
CONTENUTI
U Equazioni complete
0  Formula risolutiva
U Significato del discriminante
U Equazioni incomplete
U Equazioni incomplete pure
U Equazioni incomplete spurie
EQUAZIONI COMPLETE
La f or ma nor maeldie°® gilado cammp@taé ua zi on
aX+bx+c=0
con a, b, ¢ numeri reali e a I 0
FORMULA RISOLUTIVA
Per risolvere unbequazione di secondo grado
2
_-b°+/b°- 4ac
112 —
2a
Léespressione che appdirdacss otcthd aima sldé greca i dnisil
indica con | a |lettera greca & ( delta ).
SIGNIFICATO DEL DISCRIMINANTE
I'l segno di e determina | e soluzioni
Seae > O Seae = O Seae < O
| 6equazi on | 6equazi on Léequazion
ammette ammette non ammette
due soluzioni reali due soluzionreal soluzioni
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PARABOLA
DEFINIZIONE:

La parabola e il luogo geometrico dei punti del piano equidistanti da un punto detto fuoco e
da una retta detta direttrice.
In simboli si puo scrivere:

d(P,F)=d(P,r)}

la parabola ha un'asse di simmetria che coincide con la retta perpendicolare alla direttrice
passante per F |l vertice della parabola € equidistante da fuoco e direttrice:

. |
] -
T

..............

Direttrice

Algebricamente diremo che una qualsiasi funzione di secondo grado

Y= ax’ +bX+C e una parabola.

Relazioni da ricordare:

2
Equazione della parabola Y = aX =+ bx+cC

D=Db’- 4ac

[e] b D ~

Coordinate del vertice V% — - —8

C 2a 4da-=

3 b 1- Dg

Coordinate del fuoco Fg‘e —;—8

C 2a 4a -
. o 1+D
Equazione della direttrice Yy == ——

4a

b

Equazione asse di simmetria X = - —

2a
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ESERCIZI

Calcola il wvertice, i
gli assi cartesiani e riporta sul grafico:

1. Yy=-X"+2Xx+3
2. Yy =X +2X

3. y=X"+2

4. Y=X"+4x+4

Per disegnare una parabola sugli assi cartesiani, si dovra calcolare il vertice e poi le
intersezioni con gli assi x e y come di seguito specificato:

| | R _ a b Dg
Si trovano le coordinate del vertice utilizzando le formule viste :\Vga — - —0
¢ 2a 4da-

Si determinano le intersezioni con gli assi coordinati.
Tieni presente che:

I'intersezione con l'asse delle y esiste sempre, invece quelle con I'asse delle x dipendono

dal
segno del discriminante dell'equazione. In particolare

5 ce e

» se il discriminante: b = 4@@ dell'equazione e positivo la parabola
interseca

I'asse delle x in due punti distinti. Per es:

213
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5 T
» se il discriminante b = 4@.@ e nullo allora la interseca in due punti
coincidenti, per es.:

5 T
» se il discriminante b = 4@@ e negativo allora non esistono intersezioni
in R, peres.:

Per calcolare le intersezioni &€ necessario risolvere due sistemi.

per trovare le intersezioni con |'asse delle y

gy=ax’ +bx+c
|
ix=0

per trovare le intersezioni con |'asse delle x

gy=ax’+bx+c
|
iy=0
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